





(2020 年 12 月 14 日受理) 
Geometric Characterizations of Spirals or Isometric Projection  
about Pythagorean Theorem and Standard Normal Distribution 





  We can describe drawings created using spirals or isometric projections about the standard normal 
distribution by incorporating triangles, squares, and circles. We can reconsider Archimedean spirals and 
logarithmic spirals on the basis of the Pythagorean theorem and the standard normal distribution with respect 
to certain Kepler triangles. We can then suggest a hypothesis regarding the spiral orbits and propose ratios 
similar to the major metallic ratios and the platinum ratio for Archimedean spirals. By applying the said 
ratios to logarithmic spirals, we can obtain results that are identical to those obtained by considering the 
major metallic ratios (including the platinum ratio) on the basis of some well-known sequences. Furthermore, 
images based on the concept of squaring the circle can also be illustrated to apply isometric projections. 
From geometric and isometric viewpoints, one heart shape and twelve diamonds are shown at the meaningful 
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黄金比とその逆数もまた，𝜙𝜙𝜙𝜙 や Φ で記述すること
が一般的である 16,17)．したがって，本報におけるそ
の対応を明記する．本研究の記述で標準正規分布の
片側確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 が 
 




1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = Golden Ratio�=
1 + √5
2











に平方の形式である累積確率の二乗 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  を表
記して 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 を用いる黄金比を活用するのか
は，以下の二つの明確な理由がある． 





ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) (2.6) 
 
を用いる利点があるからである．𝜙𝜙𝜙𝜙′(𝑢𝑢𝑢𝑢) = −𝑢𝑢𝑢𝑢𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) 
および Φ′(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) より，関数 ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) の導関数は
標準正規分布の累積分布関数と等しく  
 

























分布確率 Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) の 𝑢𝑢𝑢𝑢 倍であるので，原点から確率
点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 までの距離を三角形の底辺となるベース
と考えることができる．すなわち，底辺と高さの比




















Fig.1 Important Keys to this study
目の理由である．そして，黄金比以外の場合を考え















は，本研究では，式(2.3)の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯ 
以外の他の確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 による値を得る場合でも
式(2.5)の拡張として， 
 





また，根号が成立する範囲で任意の数値 𝑛𝑛𝑛𝑛 と 𝑦𝑦𝑦𝑦 
を与え，式(2.13)から発案する螺旋の一つの軌道につ
いて，𝑤𝑤𝑤𝑤 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) または 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) のときの恒等
式 
 
2 ��1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛w2�
2
                        
                      = ��1 + (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)w2�
2







変数 𝑢𝑢𝑢𝑢 を活用し，縦軸には変数 𝑣𝑣𝑣𝑣 を活用して区別
を付けることがある．しかし，それは標準正規分布





らの変数 𝑢𝑢𝑢𝑢 や 𝑣𝑣𝑣𝑣 のうちの実現値として取り得る
幾何学的な位置情報を意味する値を確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 と表
記する．また，黄金比のように特別な確率点を意図












の平方から，式(2.5)を用いた Kepler の三角形は 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 
𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯   




























率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 =)0.7931383⋯ である．また，
この値以外の確率点でも重要な幾何学的特徴が現れ













Fig.2 Concept of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability
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率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 =)0.7931383⋯ である．また，
この値以外の確率点でも重要な幾何学的特徴が現れ





























本章で取り扱う螺旋は，任意の定数 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐𝑐 を用い
た Archimedes（アルキメデス）の螺旋 31,32) 
 












𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
1




もしれない．具体的には，𝑏𝑏𝑏𝑏 を変数 𝑛𝑛𝑛𝑛 （本稿では，
𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ −1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)を満たす整数のみを取り扱って公表し





























は，式(2.14)に示すように確率の二乗 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 =
(𝑏𝑏𝑏𝑏/𝑎𝑎𝑎𝑎)2  とするか，もしくはその逆数の二乗 𝑤𝑤𝑤𝑤2 =







2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)3                                                       
 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)








    
= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
1 −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2





















図―3 図 2 の螺旋の幾何学的性質と螺旋軌道の仮説
Fig.3 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability
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図―3 図 2 の螺旋の幾何学的性質と螺旋軌道の仮説
Fig.3 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability
図―4 仮説による図 3 の螺旋の幾何学的性質の一例














(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) (4.1) 
 






= 2�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 
based on �(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2
= 12 + �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 
      and 12 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
= �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
























(1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) + (1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) 
                                             = 2(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2Φ(∞)2) (4.3) 
 
である．式(4.3)を表記するために式(2.14)に代入した








ところで，4･1 に例示した通り Theodorus の螺旋
は，確率を比として考察するならば，三角形の底辺
やベースを 1 に基底する Φ(∞) = 1 の追加に相当
する．仮に， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1を代入すると 
 
�1 −Φ(∞)2 = 0 (4.4) 
 
ということになる．すなわち，式(4.4)や式(2.13)を拡





Table 1 Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related and Proposed Probability Points 
Proposed Equations Related Ratios Squares of Probabilities about Related Ratios 
        Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 － 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                         Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1   
       Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 Golden Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (Golden Ratio)−1    
      Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)�1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 Silver Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0.5449521⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 / 2                             
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)�1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 Bronze Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0.4096890⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = (Bronze Ratio)−1 
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)�1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6  Platinum Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 = 0.1951194⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1 / 3  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)�1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 － 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0                         Φ (𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1 / 4  
Note: This suggestion is different from that of the true metallic ratios. Because the platinum ratio is not a member of 














(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) (4.1) 
 






= 2�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 
based on �(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2
= 12 + �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 
      and 12 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
= �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
























(1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) + (1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) 
                                             = 2(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2Φ(∞)2) (4.3) 
 
である．式(4.3)を表記するために式(2.14)に代入した








ところで，4･1 に例示した通り Theodorus の螺旋
は，確率を比として考察するならば，三角形の底辺
やベースを 1 に基底する Φ(∞) = 1 の追加に相当
する．仮に， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1を代入すると 
 
�1 −Φ(∞)2 = 0 (4.4) 
 
ということになる．すなわち，式(4.4)や式(2.13)を拡





Table 1 Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related and Proposed Probability Points 
Proposed Equations Related Ratios Squares of Probabilities about Related Ratios 
        Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 － 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                         Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1   
       Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 Golden Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (Golden Ratio)−1    
      Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)�1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 Silver Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0.5449521⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 / 2                             
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)�1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 Bronze Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0.4096890⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = (Bronze Ratio)−1 
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)�1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6  Platinum Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 = 0.1951194⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1 / 3  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)�1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 － 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0                         Φ (𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1 / 4  
Note: This suggestion is different from that of the true metallic ratios. Because the platinum ratio is not a member of 























𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 + 𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1 = 0 (5.3) 
 
と展開し， 整数 𝑛𝑛𝑛𝑛 を与えて標準正規分布に従う累
積確率（Probability）を見積ることができる．この
確率に相当する確率点を特に 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 と表記して 
 
𝑘𝑘𝑘𝑘(= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑) = 𝑛−1(Probability) (5.4) 
 
の値を探索できることが，本報を記述してきた前半
の主題の鍵となる．表―1 に示すように確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 
の結果で，特に周知の貴金属比や白金比と類似する
傾向を有する数値には， 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  の添え字に n の代わ
りに貴金属比の英文表記の頭文字を用いている． 
確かに， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 から 3 までは従来からの貴金属
比である黄金比(Golden Ratio)，白銀比(Silver Ratio)，
青銅比(Bronze Ratio)との関連が一致している．そし
て，4 番以降は既知の貴金属比とは異なるが，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 
では，これまで貴金属比に含まれなかった白金比



















特記すべき点として，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，𝑛(0) = 1/2 と
なる確率点で 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を示す． 
したがって，𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 0 において，13 個の確率点の候
補があるのだが，うち一つは，確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ と
なる累積確率は 𝑛(∞) = 1 のため， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 となる
特別な意味を有する．実際には，自然数に当てはま
る 12 個の 𝑛𝑛𝑛𝑛 が三角形の特徴を有する． 
 このことについて，図―5 では，表―1 と式(5.1)




・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 のとき，黄金比として(5A)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 のとき，白銀比として(5B)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 のとき，青銅比として(5C)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 のとき，白金比として(5D)を図示 
 
している． 
この時の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 が，表―1 に掲載している通
りの結果を得て，標準正規分布に対する代数螺旋構







積分布関数の積分形の一つ 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) であり，































𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 + 𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1 = 0 (5.3) 
 
と展開し， 整数 𝑛𝑛𝑛𝑛 を与えて標準正規分布に従う累
積確率（Probability）を見積ることができる．この
確率に相当する確率点を特に 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 と表記して 
 
𝑘𝑘𝑘𝑘(= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑) = 𝑛−1(Probability) (5.4) 
 
の値を探索できることが，本報を記述してきた前半
の主題の鍵となる．表―1 に示すように確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 
の結果で，特に周知の貴金属比や白金比と類似する
傾向を有する数値には， 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  の添え字に n の代わ
りに貴金属比の英文表記の頭文字を用いている． 
確かに， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 から 3 までは従来からの貴金属
比である黄金比(Golden Ratio)，白銀比(Silver Ratio)，
青銅比(Bronze Ratio)との関連が一致している．そし
て，4 番以降は既知の貴金属比とは異なるが，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 
では，これまで貴金属比に含まれなかった白金比



















特記すべき点として，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，𝑛(0) = 1/2 と
なる確率点で 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を示す． 
したがって，𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 0 において，13 個の確率点の候
補があるのだが，うち一つは，確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ と
なる累積確率は 𝑛(∞) = 1 のため， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 となる
特別な意味を有する．実際には，自然数に当てはま
る 12 個の 𝑛𝑛𝑛𝑛 が三角形の特徴を有する． 
 このことについて，図―5 では，表―1 と式(5.1)




・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 のとき，黄金比として(5A)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 のとき，白銀比として(5B)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 のとき，青銅比として(5C)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 のとき，白金比として(5D)を図示 
 
している． 
この時の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 が，表―1 に掲載している通
りの結果を得て，標準正規分布に対する代数螺旋構







積分布関数の積分形の一つ 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) であり，





























6. 確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 や 𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∞ による代数螺旋
の数理
図―6の(6A)には，𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ で標準正規分布に従う




るのだが，このときの確率点は 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ のため，実
際には標準正規分布を明示して代数螺旋を視覚化す
ることは不可能である．
同様に，𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 の場合についても視覚化できな
い．ところが，式(5.2)から，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 が求まる．𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0
から 12 までの代数螺旋の共通な数理関係は，4 章
と 5 章に示す図―3，図―4，図―5 のそれぞれに例
示する傾向のように視覚化できるので，このことを
参考に，4･2 で示した 𝑛𝑛𝑛𝑛 > −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)−2 の意味を考察
する．
すなわち，累積確率の平方を 𝑛𝑛𝑛𝑛 倍した 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2
を減算した 𝑘𝑘𝑘𝑘に関する 4 つの方程式
  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.1)
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 − 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.2)
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 − 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.3)




黄金比 (𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1) に注目する場合には，式(6.1)だけ
が成立して視覚化が可能である．白銀比 (𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2) に
従う場合は，使えるのは式(6.1)と式(6.2)に限定され






図―6 確率点が 0 と無限大を示すときの螺旋軌道の仮説
Fig.6 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem 






























・図―7 の(7B)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 による白
銀比をもとに， 
・図―7 の(7C)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 による青
銅比をもとに， 




















Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.2) 
 







Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 (7.3) 
⋮                      





  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = 2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 3 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = 5 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = 8 + 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.4) 
⋮                      
                 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2        
 
とも表記できる．これは，Fibonacci 数列 11)を意味す






































・図―7 の(7B)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 による白
銀比をもとに， 
・図―7 の(7C)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 による青
銅比をもとに， 




















Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.2) 
 







Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 (7.3) 
⋮                      





  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = 2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 3 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = 5 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = 8 + 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.4) 
⋮                      
                 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2        
 
とも表記できる．これは，Fibonacci 数列 11)を意味す










7･1 と同様に，表―1 および表―2 に示す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 
と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 を式(5.1)に代入するとき，白銀比は 
 












Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)0 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)0  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 (7.7) 
⋮                      






Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 = 1 + 2 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2     
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 = 3 + 2 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2     
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 = 5 + 2 × 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2      
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 = 11 + 2 × 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2   
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−10 = 21 + 2 × 11Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 (7.8) 
⋮                      




𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1  と 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗  を基準とした新たな数列の値は 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 =










7･1 や 7･2 では，黄金比や白銀比を取り扱った．
ここで同様の考え方を応用した発想で，表―1 およ
び表―2 に示す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵  による青銅比と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 
を式(5.1)に代入して 
 





Table 2 Comparisons about Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related Ratios 
Proposed Equations Squares of Proposed Equations Related Ratios 
�1 + 0Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1.                1 + 0Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘 0)2 = 1.                   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0    𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                    
       �1 + 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1.2720⋯            1 + 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1.618033⋯  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1    Golden Ratio 
      �1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1.4142⋯     1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 2.                𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2    Silver Ratio 
        �1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1.5174⋯            1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 2.302776⋯  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3    Bronze Ratio 
         �1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1.7320⋯    1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 3.             𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6    Platinum Ratio 
  �1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 2.                1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 4.                           𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12    𝑘𝑘𝑘𝑘12 =    0.                   
  �1 + 72Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘72)2 = 3.                1 + 72Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘72)2 = 9.                           𝑛𝑛𝑛𝑛 = 72    𝑘𝑘𝑘𝑘72 = −0.43073⋯ 
�1 + 240Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘240)2 = 4.                    1 + 240Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘240)2 = 16.                               𝑛𝑛𝑛𝑛 = 240  𝑘𝑘𝑘𝑘240 = −0.67449⋯ 
�1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)Φ�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚−1)�
2 = √𝑚𝑚𝑚𝑚 1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)Φ�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚−1) �
2 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1) ― 
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Pythagorean Theorem about Golden Ratio, Silver Ratio, Bronze Ratio, and Platinum Ratio
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−8 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 (7.11) 
⋮                      





Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2 = 1 + 3 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−4 = 4 + 3 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 = 7 + 3 × 4Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                 
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−8 = 19 + 3 × 7Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2               
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−10 = 40 + 3 × 19Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 (7.12) 
⋮                      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 3𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2            
 






7･1 から 7･3 までと同様に，表―1 および表―2 に示
す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃  による白金比と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 を式(5.1)に代
入して 










Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)0 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)0          
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2         
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4         
     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 (7.15) 
⋮                      




Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 = 1 + 6 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                   
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 = 7 + 6 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                   
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 = 13 + 6 × 7Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                 
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 = 55 + 6 × 13Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 (7.16) 
⋮                      








以上をまとめると，𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗，𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗，𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗  および 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗  が示す
各数列の値は， 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2,3,⋯ において 
 
𝐹𝐹𝐹𝐹0 = 0     
𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 1     
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗     (7.17) 
 
𝑆𝑆𝑆𝑆0 = 0      
𝑆𝑆𝑆𝑆1 = 1      
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 2𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗   (7.18) 
 
𝐵𝐵𝐵𝐵0 = 0     
𝐵𝐵𝐵𝐵1 = 1     
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 3𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗 (7.19) 
 
𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 0      
𝑃𝑃𝑃𝑃1 = 1      
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Fig.8  Visualizations of the Discrete Geometries of Logarithmic Spirals using 







 一方で，負の確率点の特徴を説明する 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 12 に
ついても表―2 に幾例かを記載している．一例とし
て，第 1 四分位確率である Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 1/4 = 1/√16 を
示す確率点となる 𝑘𝑘𝑘𝑘240 = −0.67449⋯ について，  
 




2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 162 + 152 = 2 × 240 + 1 (7.22) 
 





















𝑚𝑚𝑚𝑚Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 = 1 (7.27) 
 
が見通し良く成立する．したがって，このときの 𝑛𝑛𝑛𝑛 
が得られ，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  を求めればよいことがわか






Golden Ratio, Silver Ratio2，Bronze Ratio，もしくは 
Platinum Ratio2 に関連する 𝑛𝑛𝑛𝑛 は 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 × (1 − 1) = 0 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Golden Ratio × (Golden Ratio − 1) = 1 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Silver Ratio2 × (Silver Ratio2 − 1) = 2 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Bronze Ratio × (Bronze Ratio − 1) = 3 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Platinum Ratio2 × (Platinum Ratio2 − 1) = 6 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 4 × 3 = 12         




にちなんで，その角数がそれぞれ 3 と 4，白金比を
含む有名な貴金属比（黄金比，白銀比，青銅比，白
金比）との類似比が出尽くしたときに現れた重要な




る．表―1 の確率点  𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0  で示す  Φ(0) =
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12) = 1/2 を用いるならば 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 (7.29) 
 
と同時に，係数 3 および 4 を用いて 
 




12 × Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2                                                          
= �√3�
2
× Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 22 × Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 (7.31)
 




また，𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 であるが故に可視化はできないの






ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) + 0 × Φ(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) (7.32) 
 
なので，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 が示すこの数式は確率密度
関数の頂上を意味する． 
したがって，標準正規分布の確率密度関数の頂上
に辿り着くと本来は可視化できない 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 の確率
点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，本研究で明らかにしてきた
等角螺旋の可視化の方法を応用するならば，図―8
の(8C)に示すように描く等角螺旋の構造により，正





て，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 のみならず，その一般式のべき乗形式は 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−2)            
⋮ 




Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = 𝐼𝐼𝐼𝐼1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼0 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = 𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼1 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼3 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼2 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
⋮ 
             Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 (7.34) 
 
であると記述できる．その等角螺旋の重み付けのた
めの数列構造は Fibonacci 数列を拡大解釈した 
 
𝐼𝐼𝐼𝐼0 = 0             
𝐼𝐼𝐼𝐼1 = 1             






















 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 では，黄金比の平方による解釈からはじま
り，螺旋問題を取り扱う中で白銀比，青銅比，白金
比が得られる類似比が見つかり，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，比率
こそ 2:1 で平凡であり，実際には肉眼で見ることが






























ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) + 0 × Φ(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) (7.32) 
 
なので，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 が示すこの数式は確率密度
関数の頂上を意味する． 
したがって，標準正規分布の確率密度関数の頂上
に辿り着くと本来は可視化できない 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 の確率
点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，本研究で明らかにしてきた
等角螺旋の可視化の方法を応用するならば，図―8
の(8C)に示すように描く等角螺旋の構造により，正





て，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 のみならず，その一般式のべき乗形式は 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−2)            
⋮ 




Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = 𝐼𝐼𝐼𝐼1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼0 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = 𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼1 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼3 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼2 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
⋮ 
             Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 (7.34) 
 
であると記述できる．その等角螺旋の重み付けのた
めの数列構造は Fibonacci 数列を拡大解釈した 
 
𝐼𝐼𝐼𝐼0 = 0             
𝐼𝐼𝐼𝐼1 = 1             






















 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 では，黄金比の平方による解釈からはじま
り，螺旋問題を取り扱う中で白銀比，青銅比，白金
比が得られる類似比が見つかり，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，比率
こそ 2:1 で平凡であり，実際には肉眼で見ることが




























図―9 ハート型 (𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.67449⋯ ) と 12 個のダイヤモンド型 (𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯ ) を視覚化した
標準正規分布，円，三角形，正方形による等角図法の幾何学的特性と関連する円積問題の可視化
Fig.9 Isometric Projections using Standard Normal Distribution, Circles, Triangles, and Squares with One Heart 









したものである．図―9 の(9K)は 27 パーセン・トル
ール 40)による図―9 の(9A)を基に，図―9 の(9L)は第
3 四分位確率（累積確率が 75 パーセント）による図







カール・ピアソンが約 100 年前に見つけた確率点 
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯ 1-5,40-42)であり，その特徴について例
示している．対称性を強調するかのように図―9 の








6 章と 7 章では確率が 2 分の 1 の場合（累積確率
が 50 パーセント）の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を考察し，7
章では第1四分位の場合（累積確率が25パーセント）
の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = −0.67449⋯ を取り扱い，本章では第


















10 年以上に渡って研究してきた 27 パーセント・ル
ールに従う確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯では，図―9 の







この一例を具体的に，著者の研究者 HP に 2020 年







る．振り返ると，7 章では 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 を用いた確率点 
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